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Pinged ja deformastioonid plaatide teoorias
Ka¨esolevas bakalaureuseto¨o¨s tutvutakse pideva keskkonna mehaanika aluste, plaatide ja
koorikute po˜himo˜istetega. To¨o¨ esimeses pooles defineeritakse pinged, siirded ja deformat-
sioonid koos tasakaaluvo˜rranditega, teises pooles uuritakse elastse tala deformeerumist
ristkoormuse korral.
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Stresses and deformations in plate theory
This bachelor’s thesis introduces the reader to the basics of continuum mechanics and
the princible terminology of plates and shells. In the first half of the thesis we define
stress, displacement and deformation with equilibrium eqations and in the second half we
examine deformation of elastic beam subjected to transverse loads.
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O˜hukeseseinalised talad, plaadid ja koorikud on va¨ga olulised konstruktsioonielemendid.
Lennunduse ja kosmonautika areng on ta¨nu vo˜lgu just komposiitmaterjalidest valmistatud
o˜hukeste koorikute kasutamisele. Nendel elementidel on suur tugevus ja ja¨ikus vo˜rreldes
sama kaaluga homogeensete konstruktsiooni elementidega.
Antud to¨o¨s tutvutakse pideva keskkonna mehaanika aluste ja plaatide ning koorikute
po˜himo˜istetega.
To¨o¨ esimeses peatu¨kis on defineeritud pingete, siirete ja deformatsioonide mo˜isted. Siin on
esitatud ka tasakaaluvo˜rrandid. Need on diferentsiaalvo˜rrandid, mida peavad rahuldama
pingekomponendid vaadeldava keha igas punktis.
Teises peatu¨kis uuritakse elastse tala deformeerumist ristkoormuse korral. Talade defor-
meerumist uuritakse erinevate kinnitusviiside korral. Vaatluse alla vo˜etakse ka veel mit-
tekonstantse ristlo˜ikega vabalt toetatud tala. To¨o¨ lo˜ppeb optimiseerimisu¨lesandega mit-
tekonstantse ristlo˜ikega konsooltala korral.
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I Mo˜isted ja terminoloogia
Selles peatu¨kis defineerime ko˜ik to¨o¨s kasutatavad olulisemad mo˜isted, mis on seotud ta-
lade, plaatide ja koorikute deformeerumisega.
Pinge mo˜ju tagaja¨rjel iga keha deformeerub. Elastne keha on defineeritud kui keha, mis
taastab oma kuju peale pinge eemaldamist. Seevastu plastsest materjalist keha ei taasta
oma kuju peale pinge eemaldamist.
1.1 Pinge mo˜iste




Va¨lisjo˜ududeks nimetatakse jo˜ude, mis mo˜jutavad kas keha igat punkti vo˜i tema va¨lis-
pinda. Na¨iteks raskusjo˜ud mo˜jub igale keha punktile, pindjo˜ud aga keha pinnal. Va¨lisjo˜ud
vastandub sisejo˜ule Newtoni 3. seaduse alusel, mis u¨tleb, et sisejo˜ud tekivad kehas vastan-
damaks kehale mo˜juvaid va¨lisjo˜ude.








= −→p ν , (1.1)
kus
−→
P ν on sellel tasandil mo˜juv jo˜uvektor, S on pinnatu¨ki pindala ning
−→p ν on antud
punkti pingevektor.
Uurime pingevektoreid lo˜pmatult va¨ikese risttahuka tahkudel (vt joonist 1). Ma¨rgime a¨ra,
et vastastahule mo˜juvad sama suurusega aga vastandma¨rgilised jo˜ud.
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Joonis 1: Risttahukale mo˜juvad pingekomponendid
Definitsioon 1.3. Tahuga ristsuunalist pingevektorit σ nimetatakse normaalpingeks.
Pingevektori indeks na¨itab, mis tahul ja mis suunaline on normaalpinge. Na¨iteks kui meil
on normaalpinge σx, siis on ta x-telje suunaline normaalpinge.
Definitsioon 1.4. Koordinaattahul asetsevat, normaalpingega risti olevat pingevektorit
τ nimetatakse tangensiaalpingeks.
Sarnaselt normaalpingega na¨itab tangensiaalpinge indeks tema asukohta ja suunda: esi-
mene indeks na¨itab, millise normaalvektoriga on tangensiaalpinge risti, ja teine indeks,
mis suunaline ta on antud tahul. Na¨iteks, kui meil on tangensiaalpinge τxy, siis on ta risti
normaalpingega σx ja y-telje suunaline.
1.2 Pinged kaldpinnal
Olgu antud lo˜pmatult va¨ikeste mo˜o˜tmetega tetraeeder, mis on ma¨a¨ratud nelja punkti
poolt: telgede alguspunkt O, x-teljel asuv punkt A, y-teljel asuv punkt B ja z-teljel asuv
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punkt C (vt joonist 2). Kuna meil on tegu lo˜pmatult va¨ikeste mo˜o˜tmetega objektiga,
siis ka lo˜ikude OA, OB ja OC pikkused on lo˜pmata va¨ikesed, ta¨histame need pikkused
vastavalt dx, dy ja dz.
Joonis 2: Pinged kaldpinnal
Kaldpindsele objektile mo˜juvad va¨lisjo˜ud on jo˜uvektor
−→
P ν = (Px, Py, Pz) (1.2)
ja massijo˜ud
−→
F = (X, Y, Z), (1.3)
Igale tahule mo˜juvad ka sisejo˜ud, mis koosnevad normaalpingevektorist σ, mis on risti
tahuga, ja kahest tangensiaalpingevektorist τ , mis on suunatud mo¨o¨da oma tahku (vt
joonist 2).
Defineerime u¨hikvektori, mis ristub kaldpinnaga punktis P :
−→ν = (l,m, n). (1.4)
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Kuna tegemist on u¨hikvektoriga, siis l2 + m2 + n2 = 1. Nurgad u¨hikvektori ja telgede
vahel ta¨histame vastavalt ϕ1, ϕ2 ja ϕ3.
Joonis 3: Kaldpinna ABC normaal
Ta¨histame ko˜rguse OP = h (vt joonist 3). Projekteerides ko˜rguse h x-teljele saame, et
h = dx cosϕ1. (1.5)
Ta¨histame leitud projektsiooni ldx. Analoogselt projekteerime ko˜rguse h teljele y (vt
joonist 4). Siit tuleneb, et
h = dy cosϕ2. (1.6)
Joonis 4: Ko˜rguse h projektsioon y-teljele
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Seda projektsiooni ta¨histame mdy. Veel kord kasutame eelnevat meetodit, et projekteerida
h teljele z. Nii saame vo˜rduse
h = dz cosϕ3. (1.7)






et leida, kuidas kaldpinnale ABC mo˜juvad sisejo˜ud. Projekteerime tahud, mis on risti
telgedega, kaldtahule, kasutades ruumala valemit (1.8). Projekteerides tahu, mis toetub




dF = ldx. (1.9)










dF = ndz. (1.11)
1.3 Staatika - jo˜udude tasakaal





















Zi = 0. (1.12)
Uurime tasakaalu x-teljel. Jo˜uvektori
−→
P ν projektsioon x-teljele on px. Kuna tangensiaal-
pinged τxy ja τxz on risti x-teljega siis nende projektsioonid on vo˜rdsed nulliga. Seega
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saame valemi (1.12) po˜hjal va¨lja kirjutada ja¨rgmise vo˜rduse:
px · dF − σx · SOBC − τyx · SOAC − τzx · SOAB +XdV = 0. (1.13)
Kuna tasakaal peab kehtima ka siis, kui mo˜o˜tmed la¨henevad nullile ehk dx → 0, siis
saame, et
px = σx · l + τyx ·m+ τzx · n . (1.14)
Analoogselt x-teljega saame leida ka jo˜uvektorite projektsioonid y- ja z-teljel. Seega jo˜u-
vektorite projektsioonid on ja¨rgmised:
px = σx · l + τyx ·m+ τzx · n,
py = τxy · l + σy ·m+ τzy · n,
pz = τxz · l + τyz ·m+ σz · n.
(1.15)
1.4 Tasakaaluvo˜rrandid
Kehale mo˜juvate va¨lisjo˜udude tulemusena toimuvad kehas deformatsioonid. Pingete pro-
jektsioonid telgedel on va¨lja toodud tabelis 1:
x-telje suunalisel tahul y-telje suunalisel tahul z-telje suunalisel tahul






























Tabel 1: Pingekomponendid vastavalt tahule ja suunale
Tabelis 1 ma¨rgitud pingevektoritele on juurde liidetud juurdekasv vastava telje suunas.
Juurdekasvud on graafiliselt kujutatud joonisel 5.
Juurdekasvu arvestame juurde ainult tahkudel, mis asuvad telje positiivses suunas. See-
ga vastastahkudel on pingevektor vastassuunaline ja juurdekasvuta. Kuna ko˜ik kehale
mo˜juvad jo˜ud on tasakaalus, siis saame leida tahkude kaupa nendele mo˜juvad jo˜ud. Uuri-
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Joonis 5: Pingekomponendid risttahuka tahkudel
me pingeseisundit x-teljega ristuval tahul, kus dydz, dxdz ja dxdy on vastavalt x-, y- ja
z-telgedega ristuvate tahkude pindalad. Projekteerides ko˜ik sisejo˜ud x-teljele saame, et
(σx + σ
′
xdx)dydz − σxdydz + (τyx + τ ′yxdy)dxdz − τyxdxdz
+ (τzx + τ
′
zxdz)dxdy − τzxdxdy +XdV = 0.
(1.16)







zx +X = 0,




zy + Y = 0,




z + Z = 0.
(1.17)
Momendid








−→r ×−→F , (1.18)
kus −→r on jo˜u rakenduspunkti kohavektor.
Momendi telje suhtes saame, kui projekteerime jo˜uvektori tasandile, mis on risti teljega,
ja korrutame seda jo˜uo˜laga, mis on risti nii jo˜uvektori projektsiooniga kui ka teljega. See
ta¨hendab, et kui jo˜uvektori projektsioon tasandil pi on
−→
F pi ning jo˜uo˜lg h, siis moment
Ml = ±Fpi · h, kus momendi ma¨rk valitakse so˜ltuvalt sellest, kas moment tekitab po¨o¨rde
vastu- vo˜i pa¨ripa¨eva. Lepime kokku, et vastupa¨evase liikumise korral on ma¨rk positiivne
ja pa¨ripa¨eva puhul negatiivne.






































+FdV · hF = 0.
(1.19)
Teame eelnevalt, et dV = dxdydz ning, et τyzdy
2dz = 0 ja τzydx
2dy = 0, mis tuleneb
sellest, et nende vastastahud on risti x-teljega. Seega on nende jo˜uo˜lad risti. Kuna tasakaal






→ 0, siis ka FdV hF → 0, mis annab meile vo˜rduse
τyz = τzy. (1.20)
Vo˜rdsustades nulliga momentide summa y- ja z-telje suhtes na¨eme, et τzx = τxz ja τyx =
τxy.
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1.5 Siirded ja deformatsioonid
Definitsioon 1.6. Siirdevektoriks nimetatakse vektorit (u, v, w), mis kirjeldab mingi mas-
si osakese liikumist punktist A punkti A1. Siin x-telje suunalist liikumist va¨ljendab suurus
u, y-teljele vastab suurus v ja z-teljele w.
Deformatsioonid
Selles alapeatu¨kis toome sisse kaks erinevat deformatsiooni vormi.
1. Lineaarsed deformatsioonid
Lineaarseks deformatsiooniks nimetatakse u¨he dimensioonilise keha, na¨iteks varda,
pikenemist, kus meil on teada varda pikkus l0 enne deformatsiooni ja pa¨rast defor-





Nurkdeformatsiooniks nimetatakse ta¨isnurkse elemendi nurga muutust deformat-
siooni ka¨igus.
Uurime mo˜lemaid deformatsiooni vorme:
1. Olgu meil element xy-tasandil, millel toimub lineaarne deformatsioon. Tasandi alg-
positsioon on ABCD ja pa¨rast deformatsiooni on A′B′C ′D′ (vt joonist 6). Kirjeldame
punkti D′ siiret: olgu punkt D′′, mis va¨ljendab siirde DD′ x-telje sihilist liikumist. Seega
DD′′ = u +
∂u
∂x
dx, kus vo˜ime juurdekasvu edaspidiselt ma¨rkida
∂u
∂x
dx = ∆xu. Siirdel
DD′ toimuv y-telje sihiline liikumine va¨ljendub la¨bi pikkuse v. Analoogia po˜hjal saame



















Joonis 6: Lineaarne deformatsioon
Elemendi suhtelist pikenemist va¨ljendavad deformatsiooni lineaarsed komponendid εx, εy
ja εz. Na¨iteks x-teljega paralleelse elemendi algne pikkus on AD = dx ja pikenemise saame
kirjutada kujul























2. Olgu meil xy-tasapinnal nelinurk ABCD, millel kuju peale deformatsiooni on AB′C ′D′
(vt joonist 7).
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Definitsioon 1.7. Olgu x- ja y-teljega paraleelsed lo˜igud. Nurkdeformatsiooniks γxy ni-
metatakse vastavate lo˜ikude vahelise nurga muutust.
Joonis 7: Nurkdeformatsioon





















Seega saame, et nurkdeformatsioon γxy avaldub kujul
γxy = β1 + β2. (1.29)
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Toimides analoogselt eelnevale lahenduska¨igule leiame nurkdeformatsioonid teistel koor-
























Valemeid (1.24) ja (1.30) nimetatakse Cauchy valemiteks.
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II Tala paine
2.1 O˜huke plaat ja Kirchhoffi hu¨poteesid
Viimase poolesaja aasta jooksul on lennunduses, kosmonautikas ja mujalgi va¨ga laial-
daselt kasutatud o˜hukeseseinalisi konstruktsioonielemente − plaate ja koorikuid. Gustav
Kirchhoff (1824-1884) oli saksa fu¨u¨sik, kelle hu¨poteeside tulemusena on vo˜imalik vaadelda
kolmedimensioonilist plaati kahedimensioonilisena.
O˜hukeseseinaliseks plaadiks nimetatakse pu¨stsilindrilist keha, mille ko˜rgus on va¨ike vo˜r-
reldes teiste mo˜o˜tmetega. U¨ldreeglina on ko˜rgus sama keha igas punktis. Talade, plaa-
tide ja koorikute pinge-deformatsiooniseisundi ma¨a¨ramisel on olulisel kohal Kirchhoffi
hu¨poteesid.
Siin kohal toome need hu¨poteesid va¨lja (vt [2], [5]-[8]):
1. Iga plaadi element, mis on risti keskpinnaga enne deformatsiooni, ja¨a¨b risti kesk-
pinnaga ka peale deformatsiooni. Keskpinnaks nimetatakse pinda, mis asub vo˜rdsel
ko˜rgusel plaadi otspindadest ning on alati tasapind. Seda hu¨poteesi nimetatakse ka
sirgete normaalide hu¨poteesiks.
2. Plaadi kesktasand ei veni va¨lja ega to˜mbu kokku, mis ta¨hendab, et toimub ainult
paine ehk puhas paine. Seega siirded u|Z=0 = 0 ja v|Z=0 = 0.
3. Plaadi u¨ksikute kihtide vahel puudub surve vo˜i to˜mme, plaadi kihid ei la¨hene
u¨ksteisele ega kaugene u¨ksteisest. Seega komponent εz = 0.
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2.2 Deformatsioonid plaadis
Eelnevas na¨gime, et lineaarsed deformatsiooni komponendid on omavahel seotud vo˜rduse




































Na¨eme, et ko˜ik deformatsiooni komponendid avalduvad siirde w kaudu ehk la¨bipainde
kaudu.
2.3 U¨ldistatud pinged
Olgu meil plaadi paksus ehk ta¨isko˜rgus h. Toome sisse ka membraanjo˜ud, mida defineerime

































τxyzdz. Momente ja membraanjo˜ude nimetatakse u¨ldistatud pingeteks.
2.4 Hooke’i seadus
Iga lo˜pmata o˜hukese tala kihi jaoks saab rakendada Hooke’i seadust vo˜ttes nu¨u¨d arvesse
elemendi laiuse b. U¨he kihi korral (vt [5]-[7])
σx = E · εx, (2.6)
kus E on Young’i moodul, mis na¨itab materjali elastsust (mida va¨iksem elastsus, seda
suurem on E va¨a¨rtus).










Vo˜tame kasutusse tala telje ko˜veruse κ, mis avaldub kujul
κ = −w′′. (2.8)
Peale valemi (2.7) integreerimist saame, et
N = 0. (2.9)
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U¨ldistatud Hooke’i seadus na¨eb va¨lja ja¨rgmiselt:
N = 0,M = −E · I · κ. (2.12)
2.5 Tala tasakaaluvo˜rrandid
Selles alapeatu¨kis tuletame talale tasakaaluvo˜rrandid. U¨ldistatud jo˜udude su¨steemi kuu-
luvad ja¨rgmised suurused: moment ehk paindemoment Mx, membraanjo˜ud Nx, lo˜ikejo˜ud
Q ja va¨lisjo˜ud p (jaotatud koormuse intensiivsus). U¨ldistatud jo˜udude su¨steem peab ole-
ma tasakaalus. Igal jo˜ul on juurdekasv ning vastassuunaline ja piirolukorras vo˜rdne jo˜ud.
Ko˜ik erinevad kihid, mis on paralleelsed piirkihiga, painduvad temaga analoogselt. Olgu
x-telg tala telje suunaline. Kuna laius b taandub lo˜ppkokkuvo˜ttes vo˜rrandidest va¨lja, vaat-
leme laiust b u¨hiksuurusena. Ko˜ik jo˜ud mo˜juvad u¨hel tasandil. Joonisel 8 on va¨lja toodud
element u¨ldistatud jo˜udude su¨steemiga. Tasapinnaliste jo˜udude su¨steem lubab meil vaa-
delda tasakaalu natukene teisiti vo˜rreldes ruumiliste jo˜udude su¨steemiga. Tasapinnaline









Joonis 8: Tala element
Jo˜udude projektsioonide summa x-telje sihis annab
−N +N + dN = 0. (2.14)
Vertikaalsihis mo˜jub talale lo˜ikejo˜ud ja jaotatud ristkoormus. Seeto˜ttu
−Q+Q+ dQ+ pdx = 0. (2.15)




−M +M + dM −Q · dx
2
− (Q+Q′dx) · dx
2
= 0. (2.16)
Kuna piirolukorras dx→ 0, siis






Vo˜rduste (2.14), (2.15) ja (2.17) po˜hjal saame, et
N ′ = 0,
Q′ = −p, (2.18)
M ′ = −Q.
Tulemusest (2.18) ja¨reldub, et
M ′′ = −p. (2.19)
2.6 Rajatingimused
Vaatame tala erinevaid kinnitusviise. Lepime kokku, et kui ei ole o¨eldud teisiti, siis koor-
dinaatide alguspunkt on vasakpoolses kinnituskohas. Seejuures x-telg on tala keskjoonel
ja z-telg on suunaga alla ja risti x-teljega. Uurime kolme erinevat tala kinnitusviisi: vabalt
toetatud tala; ja¨igalt kinnitatud tala; konsooltala.
Vabalt toetatud tala
Vaba toetus takistab vertikaalset liikumist, aga ei takista paindumist (vt joonist 9).
Sisejo˜udude moment on tala otstes null ehk M(0) = 0 ja M(l) = 0.
La¨bipaine ehk z-telje sihiline siire on ka null ehk w(0) = 0 ja w(l) = 0.
Vaba toetuse korral on tala keskel lo˜ikejo˜ud null ehk kui tala pikkus on l, siis Q( l
2
) = 0.
Joonis 9: Vabalt toetatud tala
Ja¨igalt toetatud tala
Mo˜lemast otsast ja¨igalt kinnitatud tala korral on z-telje sihiline siire taas null ehk w(0) = 0
ja w(l) = 0 (vt joonist 10).
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Joonis 10: Ja¨igalt kinnitatud tala
Konsooltala
Nu¨u¨d on takistatud vertikaalne liikumine ainult u¨hes otsas ehk w(0) = 0, M(l) = 0 ja
Q(l) = 0 (vt joonist 11).
Joonis 11: Konsooltala
2.7 Pingete ja momentide jaotused
Uurime, kuidas ka¨ituvad sisejo˜ud talades eelmises alapeatu¨kis tutvustatud kinnitusviiside
korral. Olgu talale rakendatud u¨htlane ristkoormus, mis on konstantne keha igas punktis.
Vabalt toestatud tala
Joonis 12: Vabalt toetatud tala u¨htlaselt jaotatud koormuse all
Kasutame vo˜rrandeid (2.18), mille po˜hjal















Varem leitud tulemuste (2.21) ja (2.20) ning kinnitusviisi omaduste po˜hjal saame leida





Leiame momendi M , kui koordinaatide alguspunkt asub tala keskel. Antud juhul me
teame, et lo˜ikejo˜ud on tala keskpunktis null ehk Q(0) = 0. Seega saame, et
Q = −px+B1. (2.23)
Kasutame teadmist, et lo˜ikejo˜ud tala keskpunktis on null, millest tulenevalt saame, et




Kui meie koordinaatide alguspunkt on tala keskel, siis kehtib vastavalt kinnitusviisi oma-
dustele M(± l
2













Momendid (2.22) ja (2.25) peavad olema vo˜rdsed, sest nad kirjeldavad ta¨pselt sama mo-
menti. Teeme kontrolli: vo˜tame tulemuse (2.22) ja rakendame seda punktis l
2
. Selles punk-














Kasutame tulemusest (2.18). Alustame valemist
Q = −p · x+ C1. (2.27)
Kinnitusviisi omadusest Q(l) = 0 saame ja¨reldada, et C1 = pl. Seega
Q = −px+ pl. (2.28)




+ plx+ C2. (2.29)








Vaatleme eelnevalt mainitud kinnitusviiside korral konstantse ristlo˜ikega talasid. Kasu-
tame tulemusi (2.12), (2.17) ja (2.19), kus vo˜tame tuletisi x ja¨rgi deformeerumata talas.
Eeldame ka, et vaadeldav tala ei murdu, ehk w′(0) = 0.
Vabalt toetatud tala
Joonis 13: Vabalt toetatud tala la¨bipaine
Olgu p talale mo˜juv u¨htlane koormus, mis mo˜jub tala igale punktile. Koordinaatide




) = 0 ja M ′(0) = 0, w(± l
2
) = 0. Nagu eelmises alapeatu¨kis
M ′′ = p,
M ′ = px+ C1.
(2.31)





Kinnitusviisi omadustest tuleneb, et M( l
2





M = −EIw′′, (2.33)
siis





















Eelduse kohaselt w′(0) = 0, millest ja¨reldub, et C3 = 0. Seega












Teame, et w( l
2






















Joonis 14: Ja¨igalt kinnitatud tala u¨htlase jaotatud koormusega all
Ja¨igalt kinnitatud tala
Analoogselt vabalt toetatud talaga vo˜tame ja¨igalt kinnitatud tala keskpunkti koordinaa-
tide alguspunktiks. Talale mo˜jub u¨htlane koormus p. Kasutame vo˜rrandit (2.19), mida
integreerides jo˜uame tulemuseni
M ′′ = −p,









































Kasutades veel kord omadusi, mis tulenevad antud kinnitusviisist tala otspunktis w( l
2
) =



















Siit na¨eme, et la¨bipaine on ja¨igalt kinnitatud tala korral seda va¨iksem, mida suurem on
materjali elastsusmoodul vo˜i tala paksus h, nagu vo˜isime oletada. Vaatame ka la¨bipainet






Tala on koormatud kontsentreeritud koormusega P vabal otsal, mis ta¨hendab et Q(l) =
P . Veel eeldame, et talale ei mo˜ju u¨htlane koormus p, mis tasakaaluvo˜rrandite kohaselt
ta¨hendab, et M ′′ = 0. Otsitavad on paindemoment M ja la¨bipaine w igas lo˜ikes.
Kuna
M ′ = Q(l) = P, (2.45)
siis
M = Px+ C1. (2.46)
Vastavalt kinnitusviisi omadustele on paindemoment otspunktis vo˜rdne nulliga, mis ta¨hen-
dab, et M(l) = 0, mille to˜ttu C1 = −Pl. Seega
M = P (x− l). (2.47)
Kasutades valemit (2.12) saame, et
M = −EIw′′. (2.48)
28
Integreerides (2.48) saame leida la¨bipainde






Eelduse kohaselt w′(0) = 0, seeto˜ttu C2 =
Pl2
2EI
. Asendades C2 valemisse (2.49) ning
integreerides veel u¨ks kord, saame tulemuseks













w = − P
6EI
((x− l)3 − 3l2x+ l3). (2.51)
La¨bipainde valem na¨itab, et mida tugevam on materjal ehk mida suurem on E va¨a¨rtus,
seda va¨iksem on la¨bipaine. Seda kinnitavad ka argipa¨evased kogemused. Kasutades kok-
kulepitud va¨a¨rtust inertsimomendil (2.11), vaatleme, milline on la¨bipaine tala otspunktis





Joonis 15: Konsooltala la¨bipaine
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2.9 Astmelise ristlo˜ikega konsooltala
Vaatame koonsooltala, mis ei ole konstantse ristlo˜ikega iga x ∈ (0, l) korral (vt joonist
16).
Joonis 16: Astmelise ristko˜ikega konsooltala
Olgu u¨ksikjo˜ud P rakendatud tala vabale otsale. Otsitavateks on paindemoment M ja
la¨bipaine w igas lo˜ikes. Olgu talas punktis a aste. Seejuures on x < a korral ko˜rgus
h = h0 ja ko˜rgus on h = h1, kui x > a. Ko˜rgus muutub punktis a hu¨ppeliselt. Selleks, et
tala ei murduks, eeldatakse w′(0) = 0. Konsooltalade omadustest on teada, et M(l) = 0
ja w(0) = 0. Kuna tala on muutuva ko˜rgusega, siis ko˜rgusest so˜ltuvad muutujad tuleb
vastavalt kohandada. Inertsimoment (2.11) saab kaks va¨a¨rtust: I = I0, kui x < a, ning










Hooke’i seadusest ja¨reldub, et ko˜verus κ so˜ltub tala ristlo˜ike ko˜rgusest, kuna κ = −M
EI
.
Tulemuse (2.47) po˜hjal M = P (x − l). Seega tuleb ko˜verust vaadelda eraldi kahes piir-
konnas. See ta¨hendab, et la¨bipainde teine tuletis avaldub kujul




, kui x ∈ [0, a),
P
EI1
, kui x ∈ (a, l].
(2.54)
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+B1x+B2, kui x ∈ (a, l].
(2.56)
Punktis a kehtivad ja¨rgmised pidevuse tingimused: w′(a−) = w′(a+) ja w(a−) = w(a+).








































Ta¨nu sellele, et w′(0) = 0 ja w(0) = 0 saame, et C1 = 0 ja C2 = 0. Leiame integreerimis-






































































Kontrollime, kas mo˜lema piirkonna la¨bipaine annab punktis a sama tulemuse. La¨henedes
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mis kattub tulemusega, kui la¨heneda punktile a vasakult. Uurime maksimaalset la¨bipainet

















Sarnaselt eelmiste uuritud maksimaalsete la¨bipainetega on ka siin na¨ha, et kui rakendatud
koormus P on vo˜rdne nulliga, siis on ka la¨bipaine vo˜rdne nulliga.
2.10 Tu¨kiti konstantse paksusega tala; u¨htlane rist-
koormus
Uurime otstest vabalt toetatud tala, millele mo˜jub u¨htlaselt jaotatud koormus p.
Joonis 17: Tu¨kiti konstantse paksusega tala
Osutub, et nu¨u¨d on mo˜istlik vo˜tta koordinaatide alguspunktiks tala keskpunkt. Vo˜tame
ko˜rgused h0 ja h1, kus h0 > h1. Aste asub punktis x = a. Tala kogu pikkus on 2l ja tala
osa, kus ko˜rgus on h0, on pikkuselt 2a. Eeldame, et w
′(0) = 0 ning M ′(0) = 0. Leiame
momendid kasutades omadusi M ′(0) = 0 ja M(l) = 0.
Tasakaaluvo˜rrandit (2.19) integreerides jo˜uame tulemuseni







kus C1, C2 on integreerimiskonstandid.
Kuna M ′(0) = 0, siis C1 = 0.






(x2 − l2). (2.64)
Leiame la¨bipainde analoogselt eelmises alapeatu¨kis leitud la¨bipaindele, kasutades eelne-





kus I = I0 kui x < a ja I = I1, kui x > a.
Integreerides la¨bipainet (2.65) x ja¨rgi saame, et








A0, kui x ∈ [0, a),B0, kui x ∈ (a, l]. (2.66)
Analoogselt, kui x < a, siis I = I0 ja kui x > a, siis I = I1.
Kasutades eeldust w′(0) = 0 na¨eme, et A0 = 0. Kuna punktis a peab la¨bipaine olema
































Integreerime taas parameetri x ja¨rgi. See annab ja¨rgmise tulemuse:








A1, kui x ∈ [0, a),B0x+B1, kui x ∈ (a, l], (2.69)
kus I = I0, kui x < a, ja I = I1, kui x > a.
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Saame kasutada omadust w(l) = 0, mille kohaselt


















Kasutame asjaolu, et punktis a peavad mo˜lemas piirkonnas saadud la¨bipained olema




























Leiame maksimaalse la¨bipainde tala keskpunktis w0 = w(0). Na¨eme tulemusest (2.69), et
w0 = A1.
2.11 Tala optimiseerimine
Kui talal on mittekonstantne la¨bilo˜ige, siis tekib ku¨simus, milline on materjali jaotus talas,
mille korral tala saavutaks va¨hima la¨bipainde antud materjali hulga korral. Seda teemat
uuritakse tala optimiseerimise teoorias. Huvi pakuvad ka u¨lesanded, kus antakse ette ma-
terjali hulk, ning on vaja leida tala mo˜o˜tmed, millele vastaks minimaalne la¨bipaine (vt
[3]). Alternatiivne juhtum on see, kui antakse ette minimaalne la¨bipaine, ning on vaja
leida sellele vastav materjali jaotus ja kogus.
Teeme seda la¨bi na¨iteu¨lesande, kui meil on esimest tu¨u¨pi u¨lesande pu¨stitus. Uurime kon-
sooltala, mille paksusel on u¨ks aste. Olgu materjali kogus fikseeritud ja pu¨u¨ame leida
minimaalse la¨bipainde. Astmelise ristlo˜ikega tala korral on ruumala vo˜imalik leida valemi
V = b[h0a+ h1(l − a)] (2.72)
abil. Fikseerime ruumala, vo˜ttes V = V∗. La¨bipaindeks kasutame tulemust (2.62) ehk
valemit
w0 =












Leidmaks minimaalset la¨bipainet kasutame laiendatud Lagrange funktsiooni kordajatega
J∗ = J + λ(V − V∗), (2.74)
kus J = w0. Nii saame, et
J∗ =
















U¨lesande lihtsustamiseks fikseerime h0. Seega otsitavateks on mo˜o˜dud h1 ja a. Ekstree-
mumi tarvilike tingimuste kohaselt
∂J∗
∂a














+ λ(l − a) = 0. (2.77)
Siit saame arvutada, et
λ =







Arvestades valemit (2.78), saab vo˜rrand (2.77) kuju













[h0 − h1] = 0. (2.79)
Jagades mo˜lemaid pooli la¨bi murruga











(h0 − h1) = 0. (2.80)






(h0 − h1) = 0. (2.81)
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−1 + γ3 + 1
γ
− 1 = 0. (2.83)
Vo˜rrandi (2.83) lahend annab meile ko˜rguste suhte. Suhte γ abil leiame punkti a asukoht,
kasutades valemit (2.72):







1− γ . (2.85)
See ta¨hendab, et meil on olemas eeskiri, kuidas leida minimaalsele la¨bipaindele vastava




[1] R. Eek, L. Poverus, Ehitusmehaanika. Valgus, Tallinn, 1967.
[2] H. Eschenauer, N. Olhoff, W. Schnell, Applied Structural Mechanics. Springer, 1997.
[3] J. Lellep, Su¨steemide optimeerimine. TU¨ Kirjastus, Tartu, 2013.
[4] U¨. Lepik, L. Roots, Teoreetiline mehaanika. Valgus, Tallinn, 1971.
[5] J. N. Reddy, Mechanics of Laminated Composite Plates. CRC Press, Boca Raton,
1997.
[6] E. Ventsel, T. Krauthammer, Thin Plates and Shells Theory, Analysis and Applica-
tion. Marcel Dekker, New York, 2001.
[7] J. Vinson, Plate and Panel Structures of Isotropic, Composite and Piezoelectric Ma-
terials Including Sandwich Construction. Springer, Dordrecht, 2005.
[8] C.M. Wang, J. N. Reddy, K.H Lee, Shear Deformable Beams and Plates. Elsevier,
Amsterdam, 2000.
37
Lihtlitsents lo˜puto¨o¨ reprodutseerimiseks ja lo˜puto¨o¨ u¨ldsusele
ka¨ttesaadavaks tegemiseks
Mina, Johannes Must (su¨nnikuupa¨ev: 21.09.1992)
1. annan Tartu U¨likoolile tasuta loa (lihtlitsentsi) enda loodud teose ”Pinged ja defor-
matsioonid plaatide teoorias”, mille juhendaja on Jaan Lellep,
1.1. reprodutseerimiseks sa¨ilitamise ja u¨ldsusele ka¨ttesaadavaks tegemise eesma¨rgil, seal-
hulgas digitaalarhiivi DSpace-is lisamise eesma¨rgil kuni autorio˜iguse kehtivuse ta¨ht- aja
lo˜ppemiseni;
1.2. u¨ldsusele ka¨ttesaadavaks tegemiseks Tartu U¨likooli veebikeskkonna kaudu, sealhulgas
digitaalarhiivi DSpace’i kaudu kuni autorio˜iguse kehtivuse ta¨htaja lo˜ppemiseni.
2. olen teadlik, et punktis 1 nimetatud o˜igused ja¨a¨vad alles ka autorile.
3. kinnitan, et lihtlitsentsi andmisega ei rikuta teiste isikute intellektuaalomandi ega isi-
kuandmete kaitse seadusest tulenevaid o˜igusi.
Tartus, 4.06.2015
38
